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GROUPE DE BRAUER NON RAMIFI ´E D’ESPACES
HOMOG `ENES DE TORES
par
Jean-Louis Colliot-The´le`ne
Abstract. — Let k be a field, X a smooth, projective k-variety. If X is geome-
trically rational, there is an injective map from the quotient of Brauer groups
Br(X)/Br(k) into the first Galois cohomology group of the lattice given by
the geometric Picard group. In this note, where the main attention is on smooth
compactifications of homogeneous spaces of algebraic k-tori, we show how
under some hypotheses the map is onto, and how one may in some special case
exhibit concrete generators in Br(X). This is applied to the analysis of counter-
examples to the local-global principle for norms in biquadratic extensions of
number fields.
Introduction
Soient k un corps de caracte´ristique ze´ro, k une cloˆture alge´brique de k
et g = Gal(k/k). Soient X une k-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement
connexe et X = X ×k k.
On s’inte´resse au groupe de Brauer Br(X), qu’on peut aussi de´finir comme
le groupe de Brauer non ramifie´ Brnr(k(X)) = Brnr(k(X)/k) du corps des
fonctions de X .
Le groupe de Brauer alge´brique Bra(X) est par de´finition le noyau de la
restriction BrX → Br(X). Si X est k-birationnelle a` un espace projectif,
alors Br(X) = 0, et Bra(X) = Br(X).
On sait (voir [4, (1.5.0)]) que le groupe Bra(X) s’inse`re dans une suite
exacte
0→ Pic(X)→ Pic(X)g → Br(k)→ Bra(X)→ H1(g,Pic(X))→ H3(k,Gm).
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De´terminer si une classe dans H1(g,Pic(X)) se rele`ve dans Bra(X) est
un premier proble`me. Quand on sait qu’il existe un rele`vement, exhiber un
e´le´ment concret dans Bra(X) ⊂ Br(X) ⊂ Br(k(X)) relevant la classe, et
permettant des calculs nume´riques, peut eˆtre un proble`me, quand tout ce que
l’on connaıˆt explicitement est un ouvert non vide de X , mais pas la k-varie´te´
X elle-meˆme.
Si X posse`de un point k-rationnel, la suite ci-dessus donne un isomor-
phisme
Pic(X)
≃→ Pic(X)g
et une suite exacte courte
0→ Br(k)→ Bra(X)→ H1(g,Pic(X))→ 0.
Meˆme dans ce cas, et meˆme si l’on s’est donne´ le k-point rationnel, si l’on ne
connaıˆt pas X de fac¸on explicite, trouver un rele`vement concret d’un e´le´ment
de H1(g,Pic(X)) peut aussi eˆtre un proble`me.
Un exemple d’une telle situation se pre´sente lorsque l’on e´tudie les com-
pactifications lisses T c, resp. Ec, d’un k-tore T , resp. d’un espace homoge`ne
principal E de T .
Un cas typique est le suivant (voir [2], [9], [10]).
On conside`re une extension biquadratique K/k, un e´le´ment γ ∈ k∗ et la
k-varie´te´ E de´finie par l’e´quation
NK/k(Ξ) = γ,
ou` NK/k de´signe la norme de K a` k. Pour γ = 1, ceci de´finit le k-tore T =
R1K/kGm. On sait que l’on a Br(T c)/Br(k) = Z/2. Mais on ne sait pas e´crire
de fac¸on naturelle un ge´ne´rateur dans Br(T c) (voir la remarque 1.2).
Pour γ quelconque, on a Br(Ec)/Br(k) ⊂ Z/2, et on n’a pas de fac¸on
syste´matique pour de´cider si le quotient vaut Z/2 et si c’est le cas trouver un
repre´sentant du ge´ne´rateur dans Br(Ec).
Le but de cette note est de montrer comment dans certains cas on peut
contourner ces proble`mes.
Le cas conside´re´ aux paragraphes 4 et 5 permet a` de la Brete`che et Brow-
ning [1] de donner des estimations asymptotiques sur le nombre de contre-
exemples au principe de Hasse.
Dans tout l’article, k est un corps de caracte´ristique ze´ro, k est une cloˆture
alge´brique de k et g = Gal(k/k).
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1. Varie´te´s qui deviennent rationnelles apre`s une extension cyclique du
corps de base
Dans cette section nous de´crivons un cas ou` l’application
Bra(X)→ H1(k,Pic(X))
est surjective, que X ait un point rationnel ou non. On dit qu’une k-varie´te´
inte`gre est k-rationnelle si son corps des fonctions est transcendant pur sur k.
Proposition 1.1. — Soit X une k-varie´te´ projective lisse ge´ome´triquement
connexe. Supposons qu’il existe une extension finie cyclique K/k et une K-
varie´te´ inte`gre Y telle que Y ×KXK soit uneK-varie´te´K-rationnelle. Alors :
(a) On a une suite exacte
Br(k)→ Br(X)→ H1(k,Pic(X))→ 0.
(b) On a une suite exacte
Ker[Br(k)→ Br(K)]→ ker[Br(X)→ Br(XK)]→ H1(k,Pic(X))→ 0.
(c) Tout e´le´ment de H1(k,Pic(X)) se rele`ve en un e´le´ment du sous-groupe
Br(X) ⊂ Br(k(X)) qui s’e´crit (χ, f) avec
f ∈ ker[k(X)×/NK/k(K(X)×)→ Div(X)/NK/k(DivXK)]
et χ ∈ H1(K/k,Q/Z) ⊂ H2(k,Z).
De´monstration. — Soit G = Gal(K/k). Fixons un plongementK ⊂ k, d’ou`
une application quotient surjective g → G. On compare les suites exactes
de´duites des suites spectrales
Epq2 = H
p(G,Hq(XK ,Gm)) =⇒ Hn(X,Gm)
et
Epq2 = H
p(g,Hq(X,Gm)) =⇒ Hn(X,Gm).
On a donc le diagramme commutatif de suites exactes
(1.1)
ker[Br(k)→ Br(K)]→ker[Br(X)→ Br(XK)]→H1(G,Pic(XK))→H3(G,K×)
↓ ↓ ↓ ↓
ker[Br(k)→ Br(k)]→ ker[Br(X)→ Br(X)] → H1(g,Pic(X)) → H3(g, k×)
Comme G est cyclique, on a H3(G,K×) ≃ H1(G,K×) et ce dernier groupe
est nul d’apre`s le the´ore`me 90 de Hilbert.
Soit h = Gal(k/K). L’hypothe`se faite sur la K-varie´te´ XK implique
qu’elle posse`de un K-point et que le h-module Pic(X) est un facteur direct
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d’un module de permutation ([4, Prop. 2.A.1]). Le premier fait implique
Pic(XK)
≃→ Pic(X)h. Le second implique H1(h,Pic(X)) = 0. La suite
exacte naturelle
0→ H1(G,Pic(X)h)→ H1(g,Pic(X))→ H1(h,Pic(X))
devient un isomorphisme
H1(G,Pic(XK))
≃→H1(g,Pic(X)).
L’hypothe`se faite sur XK implique qu’il existe un entier n > 0 et une k-
application rationnelle dominante de Pn
k
vers X qui admet une section sur un
ouvert de X . Ceci suffit a` assurer Br(X) = 0. On a ainsi e´tabli les e´nonce´s
(a) et (b). En ce qui concerne (c), on sait que pour toute extension galoisienne
K/k de groupe G, on a un isomorphisme naturel (voir [3, Lemme 14, p. 213])
ker[Br(X)→ Br(XK)] ≃→ ker[H2(G,K(X)×)→ H2(G,Div(XK))].
Pour K/k cyclique, la pe´riodicite´ de la cohomologie des groupes finis cy-
cliques associe au choix d’un ge´ne´rateur de G un isomorphisme entre le der-
nier groupe et
ker[Hˆ0(G,K(X)×)→ Hˆ0(G,Div(XK)]),
c’est-a`-dire
ker[k(X)×/NK/k(K(X)
×)→ Div(X)/NK/k(DivXK)].

Remarque 1.2. — Le tore T = R1L/kGm associe´ a` une extension biqua-
dratique L = k(
√
a,
√
b) de k, apre`s extension du corps de base de k a`
K = k(
√
a), est K-isomorphe a` la K-varie´te´ de´finie par
(x2 − by2)(u2 − bv2) = 1.
Cette K-varie´te´ est K-isomorphe a` la K-varie´te´ affine d’e´quation
x2 − by2 = z2 − bt2 6= 0.
Cette varie´te´ est clairement K-rationnelle : elle est K-birationnelle au produit
d’une droite et d’une quadrique lisse dans P3K , quadrique posse´dant un point
K-rationnel, et donc K-birationnelle a` P2K .
La proposition s’applique. On a H1(G,Pic(T cK)) = H1(g,Pic(T ck)) et un
argument abstrait ([5, Prop. 9.5]) montre que ce dernier groupe est isomorphe
a` Z/2. Suivre cet isomorphisme n’est pas simple. Mais surtout, faute de bien
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connaıˆtre une compactification lisse explicite T c de T , on ne connaıˆt pas de
faco¸n explicite la suite exacte de G-modules
1→ K(T c)×/K× → Div(T cK)→ Pic(T cK)→ 0,
et donc on ne voit pas comment calculer l’image de l’application de groupes
de cohomologie de Tate
Z/2 = Hˆ−1(G,Pic(T cK))→ Hˆ0(G,K(T c)×/K×).
Ainsi il n’est pas e´vident d’exhiber une fonction f ∈ k(T )× telle que le
ge´ne´rateur de Br(T c)/Br(k) = Z/2 soit donne´ par (K/k, f).
2. Re´duction des tores aux tores coflasques
On a une dualite´ bien connue entre les k-tores alge´briques et les g-re´seaux
de type fini, associant a` un k-tore T son groupe des caracte`res Tˆ sur k. Pour
tout k-tore T il existe une (plus petite) extension finie galoisienneK de k, telle
que l’action de g sur Tˆ se factorise par Gal(K/k). On dit que K/k de´ploie T
et Tˆ .
Un k-tore quasitrivial P est un k-tore dont le groupe des caracte`res est
un g-module de permutation. Un tel tore est un produit de k-tores Rki/kGm
pour diverses extensions se´parables de corps ki/k. Un k-tore quasitrivial est
k-isomorphe a` un ouvert d’un espace affine Adk, et est donc une k-varie´te´ k-
rationnelle. Un tel k-tore P satisfait H1(g, Pˆ ) = 0 et H1(k, P ) = 0 (lemme
de Shapiro et the´ore`me 90 de Hilbert).
Un k-tore Q est dit coflasque (voir [5]) si pour tout sous-groupe ouvert
h ⊂ g on a H1(h, Qˆ) = 0.
´Etant donne´ un g-re´seau M (groupe abe´lien libre de type fini e´quipe´ d’une
action continue discre`te de g), on de´finit X 2ω(k,M) ⊂ H2(g,M) comme le
sous-groupe de H2(g,M) forme´ des classes dont la restriction a` tout sous-
groupe ferme´ procyclique de g est nulle. Si l’extension finie K/k de groupe
G de´ploie le g-re´seau M , alors
X
2
ω(k,M) ≃ ker[H2(G,M)→
∏
σ∈G
H2((σ),M)].
Pour M un g-module de permutation, on a X 2ω(k,M) = 0.
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Pour k un corps de nombres, Ω l’ensemble de ses places, et T un k-tore,
pour tout entier naturel i, on de´finit
X
i(k, T ) := ker[H i(k, T )→
∏
v∈Ω
H i(kv, T )].
Pour T = P un tore quasitrivial, il re´sulte du lemme de Shapiro et de la
the´orie du corps de classes que l’on a X 2(k, P ) = 0.
Proposition 2.1. — Soit T un k-tore.
(a) Il existe une suite exacte de k-tores
1→ P → Q→ T → 1
avec P un k-tore quasitrivial et Q un k-tore coflasque.
(b) Toute telle suite exacte est ge´ne´riquement scinde´e, le k-tore Q est k-
birationnel au produit P ×T . Ainsi tout k-tore est stablement k-birationnel a`
un k-tore coflasque.
(c) Si l’on se donne deux suites exactes comme en (a)
1→ P1 → Q1 → T → 1
et
1→ P2 → Q2 → T → 1,
alors il existe un k-isomorphisme de k-tores P1 ×k Q2 ≃ P2 ×k Q1.
(d) La suite de caracte`res
0→ Tˆ → Qˆ→ Pˆ → 0
duale de la suite en (a) induit un isomorphisme naturel
X
2
ω(k, Tˆ )
≃→X 2ω(k, Qˆ).
(e) Soit T c, resp. Qc, une compactification lisse du k-tore T , resp. du k-tore
Q. La projection Q→ T induit un isomorphisme Br(T c) ≃→ Br(Qc).
(f) Si k est un corps local, tout espace principal homoge`ne sous un k-tore
coflasque Q est trivial. Ainsi H1(k,Q) = 0.
(g) Si k est un corps de nombres, on a des isomorphismes
X
1(k,Q)
≃→X 1(k, T )
et
X
1(k,Q) = H1(k,Q).
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De´monstration. — Pour (a), voir [5, Prop. 1.3 (1.2.4) p. 158]. Par le
the´ore`me 90 de Hilbert et le lemme de Shapiro, tout torseur sur une k-varie´te´
inte`gre sous un k-tore quasitrivial est ge´ne´riquement scinde´. Comme en outre
un k-tore quasitrivial est une k-varie´te´ k-rationnelle, ceci e´tablit (b). Pour
(c), voir [5, Lemma 0.6 (0.6.4)) p. 155]. On a la suite duale de groupes de
caracte`res
0→ Tˆ → Qˆ→ Pˆ → 0,
qui est une suite exacte de modules galoisiens. Comme Pˆ est un module de
permutation, on a H1(h, Pˆ ) = 0 pour tout sous-groupe ouvert h ⊂ g et
X
2
ω(g, Pˆ ) = 0. Une chasse au diagramme imme´diate donne alors (d).
Pour tout k-tore T , on a la formuleBr(T c)/Br(k) ∼−→X 2ω(k, Tˆ ) ([5, Prop.
9.5]). L’e´nonce´ (e) re´sulte alors de (d).
Prouvons (f). Pour un corps local k et un k-tore R, les groupes finis
H1(k, R) et H1(k, Rˆ) sont en dualite´ (Tate–Nakayama). Si le k-tore R est
coflasque, alors H1(k, Rˆ) = 0 et donc H1(k, R) = 0.
De´montrons (g). Pour k un corps de nombres et P un k-tore quasitri-
vial, on a H1(k, P ) = 0 et X 2(k, P ) = 0. La suite exacte (a) donne donc
X
1(k,Q)
≃→X 1(k, P ). Par ailleurs (f) donne X 1(k,Q) = H1(k,Q). 
Nous aurons besoin de la proposition suivante.
Proposition 2.2. — [6, Lemme 2.1] Soient T un k-tore et E un k-espace
principal homoge`ne sous T . Soit T c une k-compactification projective,
lisse, e´quivariante, de T . Le produit contracte´ Ec := E ×T T c est une
k-compactification lisse e´quivariante de E.
(a) Il existe un isomorphisme naturel de modules galoisiens
Pic(T
c
)
≃→ Pic(Ec).
(b) Il y a un isomorphisme H1(k,Pic(T c)) ≃→H1(k,Pic(Ec)).
(c) On a des suites exactes
0→ Br(k)→ Br(T c)→ H1(k,Pic(T c))→ 0,
Br(k)→ Br(Ec)→ H1(k,Pic(Ec))→ H3(k,Gm).
On a donc une suite exacte
0→ Br(Ec)/Im(Br(k))→ Br(T c)/Br(k)→ H3(k,Gm).
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3. Le tore des e´le´ments de norme 1 d’une extension biquadratique et un
tore coflasque associe´
Soit K/k une extension biquadratique. On a donc K = k(
√
a,
√
b). Soit
T = R1K/kGm le k-tore noyau de la norme
1→ T → RK/kGm → Gm,k → 1.
Soit Q le k-tore noyau de´fini par la suite exacte
1→ Q→
∏
i
Rki/kGm → Gm,k → 1,
ou` ki/k parcourt les trois sous-extensions quadratiques de K/k, et ou` la fle`che
vers Gm,k est le produit des trois normes d’extensions quadratiques de k.
Proposition 3.1. — (a) Le k-tore Q est coflasque.
(b) Il existe un diagramme commutatif de groupes de type multiplicatif
(3.1)
1 1 1
↓ ↓ ↓
1→G2m,k→ Q → T →1
↓ ↓ ↓
1→ M →∏iRki/kGm→RK/kGm→1
↓ ↓ ↓
1→ µ2 → Gm,k → Gm,k →1
↓ ↓ ↓
1 1 1
ou` les deux colonnes verticales de droite sont celles de´finissant Q et T , et
la fle`che ∏iRki/kGm → RK/kGm est induite par chacune des inclusions
naturelles Rki/kGm →֒ RK/kGm.
(c) Notons Ni = Nki/k(k×i ) ⊂ k×. La suite exacte
0→ H1(k,Q)→ H1(k, T )→ Br(k)⊕ Br(k)
induite par la suite exacte supe´rieure s’e´crit
1→ k×/N1N2N3 → k×/NK/kK× → Br(k)⊕ Br(k)
la fle`che k×/N1N2N3 → k×/NK/kK× e´tant induite par x 7→ x2.
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(d) On a X 2ω(k, Tˆ ) ≃→X 2ω(k, Qˆ) = Z/2.
(e) Pour toute compactification lisse Ec d’un espace principal homoge`ne
E de Q, on a Br(Ec)/Im(Br(k)) = Z/2.
(f) Si E est un espace principal homoge`ne de T dont la classe dans
H1(k, T ) a une image nulle dans Br(k) ⊕ Br(k), i.e. si cette classe est dans
l’image de H1(k,Q)→ H1(k, T ), alors pour toute compactification lisse Ec
de E, on a Br(Ec)/Im(Br(k)) = Z/2.
De´monstration. — L’e´nonce´ (a) se voit sur les groupes de caracte`res. On
laisse au lecteur le soin d’e´tudier le diagramme de groupes de caracte`res pour
identifier les termes non e´vidents dans le diagramme (b). Une fois ceci e´tabli,
l’e´nonce´ (c) est imme´diat. Il en est de meˆme de l’e´nonce´ (d). Tout espace
principal homoge`ne E de Q s’e´crit
(x2 − ay2)(z2 − bt2)(u2 − abw2) = γ,
avec γ ∈ k×. Sur l’extension cyclique k(√a)/k, une telle varie´te´ est k(√a)-
rationnelle. D’apre`s la proposition 1.1, on a donc
Br(Ec)/Im(Br(k)) = H1(k,Pic(E
c
)).
D’apre`s la proposition 2.2, on a H1(k,Pic(Qc)) ∼−→ H1(k,Pic(Ec)).
Enfin, d’apre`s ([5, Prop. 9.5]), le groupe H1(k,Pic(Qc)) est isomorphe a`
X
2
ω(k, Qˆ) = Z/2. Ceci e´tablit (e). Soit E comme en (f), et soit E1 un espace
principal homoge`ne de Q dont l’image par H1(k,Q) → H1(k, T ) est la
classe de E dans ce dernier groupe. La fibration E1 → E est un torseur sour
G
2
m,k, le corps des fonctions de E1 est donc purement transcendant sur celui
de E. Ceci implique que l’application Brnr(k(E)) → Brnr(k(E1)) est un
isomorphisme, et e´tablit (f). 
4. Un ge´ne´rateur explicite pour le groupe de Brauer non ramifie´ des
espaces homoge`nes de ce tore coflasque
The´ore`me 4.1. — Soit F un corps de caracte´ristique nulle, et soient a, b, c ∈
F×. Conside´rons la F -varie´te´ Y de´finie par l’e´quation affine
(x2 − ay2)(z2 − bt2)(u2 − abw2) = c.
Soit F (Y ) son corps des fonctions. Soit Z une F -compactification lisse de Y .
(i) Le quotient Br(Z)/Br(F ) est nul si l’un des a, b, ab est un carre´, il est
e´gal a` Z/2 sinon.
10 JEAN-LOUIS COLLIOT-TH ´EL `ENE
(ii) L’alge`bre de quaternions (x2 − ay2, b) ∈ Br(F (Y )) est non ramifie´e
sur Z, et elle engendre le groupe Br(Z)/Br(F ).
De´monstration. — Si a, b, ou ab est un carre´ dans F , alors Y est F -
rationnelle, et Br(F ) ∼−→ Brnr(F (Y )).
Soit A ⊂ F (Y ) un anneau de valuation discre`te (de rang 1) de corps des
fractions E = F (Y ), contenant F . Soit κ le corps re´siduel de A et
∂A : Br(F (Y ))→ H1(κ,Q/Z)
l’application re´sidu.
On a α = (x2 − ay2, b) = (x2 − ay2, ab) ∈ Br(F (Y )). Si b ou ab est
un carre´ dans κ, alors ∂A(α) = 0. Sinon, chacune des extensions E(
√
b)/E
et E(
√
ab)/E est non ramifie´e et inerte de degre´ 2 au-dessus de A, donc les
entiers vA(z2 − bt2) et vA(u2 − abv2) sont pairs. De l’e´quation on de´duit
vA(x
2 − ay2) pair (ce qui est e´vident si a n’est pas un carre´ dans κ.). Ainsi
∂A(α) = 0 pour tout A, et α ∈ Brnr(F (Y )) = Br(Z).
Supposons que ni a, ni b, ni ab ne sont des carre´s dans F . Montrons que la
classe α ∈ Brnr(F (Y )) ⊂ Br(F (Y )) n’appartient pas a` Br(F ).
Conside´rons la projection de Y vers l’espace affine A4 de coordonne´es
(x, y, z, t). La fibre ge´ne´rique est la conique
u2 − abw2 = c(x2 − ay2)(z2 − bt2).
D’apre`s Witt ([11], Satz, S. 465) (pour la ge´ne´ralisation par Amitsur, voir [7,
Thm. 5.4.1]), le noyau de Br(F (A4)) → Br(F (Y )) est d’ordre au plus 2,
engendre´ par la classe de l’alge`bre de quaternions
β = (c(x2 − ay2)(z2 − bt2), ab) ∈ Br(F (A4)).
Pour montrer que α ∈ Br(F (Y )) n’appartient pas a` Br(F ), il suffit donc de
voir que la classe (x2−ay2, b) ∈ Br(F (A4)) n’appartient pas au sous-groupe
engendre´ par Br(F ) et
β = (c(x2 − ay2)(z2 − bt2), ab) = (c, ab) + (x2 − ay2, b) + (z2 − bt2, a).
Les hypothe`ses assurent que x2 − ay2 = 0 et z2 − bt2 = 0 sont inte`gres et
que b, resp. a, n’est pas un carre´ dans le corps re´siduel de x2 − ay2 = 0, resp.
z2 − bt2 = 0.
Le re´sidu de (x2− ay2, b) ∈ Br(F (A4)) en x2− ay2 = 0 est la classe de b,
qui est non nulle. Donc
(x2 − ay2, b) /∈ Br(F ) ⊂ Br(F (A4)).
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Le re´sidu de (x2 − ay2, b) en z2 − bt2 = 0 est nul, mais le re´sidu de β en
z2 − bt2 = 0 est a, qui est non nul. On a donc
(x2 − ay2, b)− β /∈ Br(F ) ⊂ Br(F (A4)).
La F -varie´te´ Y est un espace principal homoge`ne sous le F -tore Q de´fini
par
(x2 − ay2)(z2 − bt2)(u2 − abw2) = 1.
D’apre`s la proposition 3.1 (e), on a Brnr(F (Y ))/Im(Br(F )) = Z/2. Ceci
conclut la de´monstration. 
5. Une application nume´rique
Proposition 5.1. — Soient k un corps de nombres et a, b, c ∈ k×. Conside´rons
la k-varie´te´ Y de´finie par l’e´quation affine
(x2 − ay2)(z2 − bt2)(u2 − abw2) = c.
Soit Z une k-compactification lisse de Y .
(a) Pour toute place v de k, on a Y (kv) 6= ∅.
(b) Soit α ∈ Br(Z) ⊂ Br(Y ) de´fini par (x2−ay2, b). Cet e´le´ment engendre
Br(Z)/Br(k).
(c) S’il existe une place v telle qu’aucun des a, b, ab ne soit un carre´ dans
kv, alors Y (k) 6= ∅.
(d) Supposons qu’en toute place v de k l’un au moins des a, b ou ab est
un carre´ dans le comple´te´ kv, alors pour toute famille ade´lique {Pv} ∈∏
v Z(kv), on a∑
v
β(Pv) =
∑
v,a∈k×2v
(c, b)v =
∑
v,a/∈k×2v
(c, b)v ∈ Z/2 ⊂ Q/Z.
La nullite´ de cet e´le´ment est alors une condition ne´cessaire et suffisante pour
l’existence d’un k-point sur Z et Y .
De´monstration. — (a) Le k-tore Q de´fini par
(x2 − ay2)(z2 − bt2)(u2 − abw2) = 1
est coflasque (Prop. 3.1 (a)). La k-varie´te´ Y est un espace principal homoge`ne
de Q. Par la proposition 2.1 (f), on a donc H1(kv, Q) = 0 pour toute place v
de k, ce qui donne (a).
L’e´nonce´ (b) a fait l’objet du the´ore`me 4.1.
(c) Si en une place v l’extension kv(
√
a,
√
b) est biquadratique, alors
l’e´le´ment αv ∈ Br(kv(Y )) engendre Br(Zkv)/Br(kv) = Z/2 d’apre`s le
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the´ore`me 4.1. Il re´sulte alors de [3, Cor. 1, p. 217] que αv ∈ Br(Zkv) prend
deux valeurs distinctes sur Y (kv). Notons que Y (kv) 6= ∅ implique que Ykv
est kv-isomorphe au kv-tore Qkv . Comme α est d’exposant 2, ceci implique
qu’il existe un ade`le Pv ∈ Z(Ak) tel que
∑
v
α(Pv) = 0.
Commeα engendreBr(Z)/Br(k), il n’y a pas d’obstruction de Brauer–Manin
pour la compactification lisse Z de l’espace homoge`ne Y sous le k-tore Q.
D’apre`s Sansuc [8, Cor. 8.7]), ceci implique Y (k) 6= ∅.
De´montrons (d). Soit v une place de k. On a l’inclusion kv ⊂ kv(Y ). Si b ∈
k×2v , alors αv = 0 ∈ Br(kv(Y )). Si ab ∈ k×2v , alors αv = 0 ∈ Br(kv(Y )). Si
a ∈ k×2v , alors αv = (c, b)v ∈ Br(kv(Y )) est l’image de (c, b)v ∈ Br(kv). Ceci
donne la premie`re e´galite´. La seconde e´galite´ provient de la loi de re´ciprocite´
de la the´orie du corps de classes global. Le dernier e´nonce´ re´sulte alors de (b),
et du re´sultat de Sansuc [8, Cor. 8.7]). 
Remarque 5.2. — Voici une de´monstration directe du point (a), commu-
nique´e par V. Suresh. Pour toute place v et tout triplet (a, b, c) d’e´le´ments de
k×v , et toute place v, l’un des trois symboles (a, c)v, (b, c)v, (ab, c)v est nul. En
effet leur somme est nulle, et ils valent soit 0 soit 1/2.
Il est ainsi facile de fabriquer des contre-exemples au principe de Hasse
classique pour des varie´te´s donne´es par Y . Sur le corps Q, on sait bien qu’en
toute place v soit 13, soit 17, soit 13 × 17 est un carre´. On prend a = 17,
b = 13. On cherche c tel que
∑
v,17/∈k×2v
(c, 13)v 6= 0.
Ceci donne ∑
p 6=2,13,17; 17/∈F×2p
(c, 13)p 6= 0.
(Noter que 17 est un carre´ dans Q2 et dans Q13). Par la loi de re´ciprocite´, la
condition 17 non carre´ dans le corps fini Fp se traduit : p est non carre´ dans
F17.
Si l’on prend c = l un nombre premier non carre´ dans F17 et non carre´ dans
F13, la somme se re´duit a` (l, 13)l 6= 0. Le nombre premier l = 5 convient.
Ainsi :
(x2 − 13y2)(z2 − 17t2)(u2 − 221w2) = 5
GROUPE DE BRAUER NON RAMIFI ´E D’ESPACES HOMOG `ENES DE TORES 13
est un contre-exemple au principe de Hasse, et la combinaison des proposi-
tions 2.1 et 3.1 montre que
NQ(
√
13,
√
17)/Q(Ξ) = 5
2
est un contre-exemple au principe de Hasse.
Pour des calculs similaires, on consultera Sansuc [9].
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